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CLASA a X a

1.Fie z,,2,,...,2,€ C,n > 2,ne N.S4 se arate ca:

a) |Z1|2 + 22|2 —i—...—i—|zn|2 > Re(zlz2 +2,z;+...+ anl)‘

b) Daca avem egalitate la a), atunci z,+z,+...+z,€e Rsiz -z, ...-.z,€ R..

Gheorghe Alexe
Solutie:

a) Pentru z; =a, +ib,,a,.b, € R,k =1,n (1p)
inegalitatea se scrie

2
a +bl+a;+b; +..+a’+b>> a,-a,—b -b,+a,-a,—b, b, +..+a,-a,—b,-b & (a—-a,) +

+(ay—a,) +..+(a_ —a,) +(a,—a) +( b +b,) +(b,+b,) +..4(b,_ +b ) +(b, +b)  20,(A).(2p)

n—1

b) Egalitatea conduce la @, =a, =a,=...=a,sila b +b,=0,b, +b, =0,..b, +b, =0. (lp)

Obtinem b, +b, +..+b, =0=z,+z, +...+ z,€ R. (lp)Dacé n este par atunci luand a; =a,b, =b

obtinem z,-z, ...z, =((a+ib)(a—ib))? =(a’ +b*)? € R,iar pentru n impar obtinem b, =0si deci

b, =0,(V)ksiatunci z,-2, ... z,€ R. (2p)

2. Aflati a,b,c >1cu proprietatile:

abc =10° si lga-\Jlgb-1gc +1gb-\Jlgc-lga+1gc-Jlga-1gb >12.

Carmen si Viorel Botea
Solutie:
Notam Iga=x,1gb=y,lgc=z=>x+y+z=6. (lp)

Vom arata cd /xyz - (\/; + \/§ +z ) <12;din inegalitatea mediilor
x+y+2z2233xyz = xyz <8 = Jxyz < 2\/5; (2p) din inegalitatea C.B.S. avem



(Vx+ y+\/2)233(x+y+y)=18:>\/;+ y+Vz<32(2p) = Jayz (Vo + y+\/z)312(1p)3

egalitate > x=y=z=2=a=b=c=100.(1p)

3. Fie A={me Njm’ +2m-+1000001 este patrat perfect} si 4, Ay, Ay, A, astfel incat A UA, UA UA, = A.

a) Sa se determine Card A.
b) Sd se arate ca (3)ie {1,2,3,4} si (I)a,be A, cua #b astfel incat10|a* - b*.

Gabriel Daniilescu

Soluftie:

a) Dacim® +2m+1000001 este un pitrat perfect, il vom scrie sub formam® +2m +1000001=n’,
ne N = (m+1)"+1000000 = n* & n* —(m+1)’ =10° & [n—(m+1)]-[n+(m+1)]=10° (1p)
[n B (m - 1)] * [n - (m * 1)] =2n , rezulta ca cele doua expresii au aceeasi paritate si cum

produsul lor este 106, rezultd ci sunt si pare. In plus, n=(m+l)<n+ (m +1) .

Deoarece

Prin urmare, avem:
n—(m+1)=24.5%
(m-+1) ,unde k €{1,2,3,4,5}k,€{0,1,2,3,4,5,6}.(2p)
n+ (m + 1) =20"h .50k
In plus, 2h 5% <207 .50 , de unde rezulta ca 24 -5 <1000 si 20757 >1000 Numirul
10°=2°-5° are 49 de divizori naturali, dintre care 24 sunt mai mici decat 1000. Acestia sunt 1, 2,
3,4.,5,8, 10, 16, 20, 25, 32, 40, 50, 64, 80, 100, 125, 160, 200, 250, 320, 400, 500, 625, 800.

(1p)

Dintre acestia, 1, 5, 25, 125, 625 sunt impari, iar 64 = 26, 320=2°-5 . Raman 17 cazuri favorabile

2(m+1)=20" .55k ok 5k

n—(m+1 ) )
pentru ( ) . Pentru aceste 17 cazuri, obtinem , ceea ce este

echivalent cum +1=2"".5% —24.5% Deci cardA=17.(1p)

b) Presupunem prin absurd cardA, <4, Vie {1,2,3,4} = card (A, WA, UA, UA,)<16, fals.
Deci die {1, 2,3, 4} astfel incat cardA 25. (1 p) Daca notam ultima cifrda a unui numar »n cu

u(n*)e{0,1,4,5,6,9} G u(n*)e{0,1,5,6} cardA, =5

u\n N
( ) , avem 1n general . Deoarece

da,be A ,cud ¢b, astfel Incat u(a“):u(b“)’ adica IO‘QA _b4. (1]?)



